Herleitung des Impuls- u. Energieerhaltungssatzesus dem
Newtonschen Axiom und der Translationsinvarianz deiRaumzeit

1.) Prinzip der Variationsrechnung

Man definiert eindLagrangefunktionZ’ (benannt nach J. L. Lagrange, 1736-1813, franiieitéscher
Mathematiker und Astronom)welche von einer gewdhnlichen, stetig differenzierbaren reellen
Funktion y(x), [x1JO,x200] - [0, und dessen 1. Ableitung, y'(x), abhangt:

<= f(y(x),dé/—f(x)j
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Bsp. fur mogliche Lagrangefunktionen:

Z=y.Z=y?+cody)

Aufbauend auf die Lagrangefunktion wird ein /x/

sogenanntes Wirkungsfunktional W definiert:
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Abb.1 — Bsp. fur eine
von vielen mogl. Fkt. y(x)

W ist eine reelle Zahl. Jeder beliebigen Funktion y(x)}inkann so eine Zahl zugeordnet
werden.

Ein wesentliches Resultat der Variationsrechnung ist nun der folgende Satz:
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Die rechts stehende Gleichung wirdgrange-Gleichungenannt. Der Satz besagt, dass sich
bei geringfiigiger Anderung = Variation der einzusetzenden Funktiordig®)irkung genau
dann nicht andert{ dW=0, dW...Anderung der Wirkung), wenn eine bestimmte Relation
zwischen den Ableitungen der Lagrangefunktion nach y(x) und y'(x) eistilidh., wenn die
Lagrange-Gleichung gilt. Die Funktion y(x) kann, von den Endpunkten y(x1) ur), y(x
welche fix vorgegeben werden, abgesehen, dabei beliebig nach oben odewrariésn
werden. & Abb.2) Die Funktion y bzw. deren Ableitung y’ sind hies ahabh&ngige Variable anzusehen.
Was zunéchst etwas Uberraschend aussieht, ist matfseh vollig problemlos méglich, sofern alle Terond
Ableitungen wohldefiniert und konsistent zueinargled. Das Zeiched in ddy zeigt an, dass es sich um eine
partielle Ableitung handelt. Eine partielle Ableity ist die Ableitung einer mehrdimensionalen Fuorkifalso

einer Funktion mit mehreren unabhéngigen Variablamgch nur einer Unabhangigen; alle anderen
Unabhéngigen werden bei der Ableitung als konsaagesehen.



Da die BedingundW=0 eine sehr weitreichende Einschrankung darstellt, gibt es dafur be
gegebener Lagrangefunktion und bestimmten gegebenen Werten y(x1) u2id im(x
Normalfall meist nur eine Losung y(x), somit auch nur ein y(x), uwl#er den gewahlten
Vorgaben die Lagrange-Gleichung erfullt!

mdgl. Variation

’
von y(x) g

Abb. 2 — Variation

Der obengenannte Satz lasst sich folgendermal3en beweisen:
y(x,€)=u(x)+£v(x) - Z = f(u(x)+ev(x),u'(x)+£V'(X)), W = (&)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wird eine beliebige Test-Funkfignausgewahlt,
welche nun variiert werden soll. Dazu wird eine mit einer kleinenOvegrschiedenen Zakl
skalierte Funktion v(x) hinzugezahlt. Das Ergebnis ist di&’ianthaltene Funktion y(¢),
welche nun auch vom Parameteabhangt. W lasst sich dann (ber den Pararaetatiieren

und die AnderungdW, ausgehend von der Funktion u(x), untersuchen. Dabei ist im
Hinterkopf zu behalten, dass v(x) im Intervall ]x1,x2[ vollig frei higar ist. (An den
Intervallgrenzen x1 und x2 muss jedoch v(x1) = W&® gelten, da ja y(x1) = y(x2) = consDadurch ist es
moglich, implizit mittels Anderung des Parametemle moglichen Variationen gleichzeitig
durchzufihren.

Gefordert ist, dass in jedem F&V = 0 gelten muss:

M = qu—WAs Oad—W—O
de de

OW lasst sich naherungsweise durch Multiplikation der Ableitung von W eawmit der
gewahlten Anderung von, Ag, berechnenAs muss zwar klein sein, damit die Naherung
gultig ist, aber ungleich 0, woraus folgt, dass d&\¥d.

Die Definition fur das Wirkungsfunktional eingesetzt ergibt
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In letzterem Schritt wurde die Kettenregel angewandieitungen nach den irenthaltenen
Funktionen, multipliziert mit deresAbleitung, zusammengezahlt, ergibt die Gesamtiibig von.zhach¢)
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Aus der Definition fur y(xg) folgt dy/de = v(x) (analog fur v'(x)). Der Term mit v'(x) wird
partiell integriert, der Nicht-Integralterm fallufgrund der Bedingung v(x1) = v(x2) = 0 weqg.
Herausheben von v(x) lasst erkennen, dass beibigeliwéhlbarer Funktion v(x) das
Gesamtintegral nur dann gleich 0 sein kann, wenn Tdam in &< gleich 0 ist. Diese
Bedingung ist aber nichts anderes als die Lagr&igehung.

2.) Physikalische Anwendung

Das Prinzip der Variationsrechnung hat sich inRigysik als sehr natzlich erwiesen. Wird die
Funktion y(x) als Teilchenbahnfunktion interpretjer

y(x) = x(t)
y'(x) =v(t) = X(t)

(x ... zurlckgelegter Weq, t ... Zeit, v ... Gesctligkeit; Ableitungen nach der Zeit werden meid#t eilnem
Punkt statt einem Strich gekennzeichn&p |&sst sich durch die BedingurdyV=0 jeder
Lagrangefunktion bei gegebenen Randbedingungen) xfhd x(t2) genau eine
Wegstreckenfunktion x(t) zuordnen.

Ergibt sich aus einer bestimmten Lagrangefunkteztes Mal genau die Funktion x(t), gemaf
der sich ein physikalisches Teilchen in Natura ligwso kann dieseg als Vorschrift bzw.
Naturgesetz interpretiert werden, nach der sich\@abalten des Teilchens berechnen und
vorhersagen lasst.

Naturlich wird in der Physik nur selten wie im higorliegenden Fall mit eindimensionalen Funktionen
gerechnet. Um das Verhalten mehrerer Teilchen ihrexen Dimensionen darstellen zu kénnen, benttayt m
mehrdimensionale Vektorfunktionen. In der Quantgsighwird sogar mit Feldfunktionen des Typéx t)

(ledem Raumzeitpunkt wird ein Feld-Vektor zugedddmgerechnet. Das zugrundeliegende Prinzip der
Variationsrechnung ist im Wesentlichen jedoch imdeer gleiche.

Es kommen in der Physik die folgenden 2 Félle zowéndung:

Fall 1. Es ist mdglich, ein bekanntes Naturgesetz in koesier Weise mit der Lagrange-
Gleichung zu identifizieren. Dann kann aus diegerailigehdrige Lagrangefunktion
ermittelt werden, mittels derer die Bewegungsfuoiktin x(t) und andere physi-
kalische Eigenschaften oft auf wesentlich einfagl#fat und Weise berechenbar sind.

Fall 2. Das Naturgesetz ist noch nicht bekannt. Man weilr,aldass bestimmte
Symmetriebedingungen bzw. Invarianzen gelten miisden zB. in Experimenten
nachgewiesen worden sind. Mdgliche Symmetriebediggn sind bspw.
Drehinvarianzdas physikalische System sieht genauso aus wierarachdem es gedreht worden



ist), Zeitinvarianz(das physikalische System lasst es nicht zu, fstian, ob die Zeit vor- oder
rickwarts l1auft) Teilchenununterscheidbarkeit, ,Lorentzinvariangdmpatibilitat mit der
speziellen Relativitatstheoriepositive Paritafdas System veréandert sich nach Punktspiegelung
nicht) oder Kombinationen aus einzelnen Symmet(@nSysteminvarianz nach Umkehrung
der elektrischen Ladung und anschlielender Purédshiing)

Diese Symmetriebedingungen mussen auch fir dieabggfunktion gelten, wenn
diese das physikalische System richtig beschresiodin Dadurch wird die Anzahl an
Lagrangefunktionen, die daflr in Frage kommen, @mdpth eingeschrankt. Die
verbleibenden mdoglichen Lagrangefunktionen kdnnemnddurch Vergleich der
zugehdorigen Bewegungsfunktionen x(t) mit experirakbeim Daten weiter ausgesiebt
werden, um schlussendlich zum richtige® zu gelangen, das dann als
naturgesetzmafige Vorschrift fir das vorliegendste3y postuliert werden kann.

In der modernen Physik ist letztere Methode oftnadseinzige Mdglichkeit, um gezielt zu
neuen Gesetzmaligkeiten zu gelangen. Fur die Quialttheorie ist sie von fundamentaler
Bedeutung.

Oft lassen sich, wenn die richtige Lagrangefunkeommal bekannt ist, anhand der Lagrange-
Gleichung weitere interessante Einsichten in digsRhdes zu untersuchenden Systems
gewinnen. In der Quantenfeldtheorie erhalt manisd=éldgleichungen, wie z.B. die Dirac-
Gleichung(mit der Relativitatstheorie konforme Erweiterurey &chrédinger-Gleichung)

3.) Herleitung der Lagrangefunktion zum Newton’schen Kraftgesetz

Als Bsp. fur den im vorigen Abschnitt erw&hntenl Basoll das Newton’sche Kraftgesetz

F =mla=mIlX,

(F .. Kraft, m .. Masse, a .. Beschleunigun@)it der Lagrange-Gleichung identifiziert und degalie
Lagrangefunktion bestimmt werden.

Das Newton’sche Kraftgesetz, auch Aktionsprinzierd@l Newton’sches Axiom genannt, ist das fundaatent
Grundgesetz in der klassischen Physik. Auf ihmebasialle anderen GesetzmalRigkeiten der klass. ahéich
ebenso wie das 1. Newton’sche Axiom (die Geschykiedieines Korpers, auf den keine Kraft einwitkgibt
konstant— F = ma =0 - mv = const. » v = const., da m const.) und das 3. Newton’scliemXjede Kraft
bewirkt eine Gegenkraft; im Beweis wird durch Anmahdes Gegenteils ein Widerspruch herbeigefiihrt;
Beweisskizze: wenn zwei Korper nebeneinander liedeneine vom anderen angezogen wird, aber niiclet v
versa, mussten, nachdem ein Korper den anderert digichdringen kann, sowie aufgrund des Kraftgesetz
beide Korper beschleunigt werden, obwohl keine BriReaft anliegt — Widerspruch zum 1. Axiom).

Eine nicht unwesentliche Frage ist, wie die Kraftelgentlich beschaffen ist. Im einfachsten Modeidw
angenommen, die Starke der Kraft auf ein TeilchiEmghnur vom Ort des Teilchens ab, nicht aber venzeit
(oder der Geschwindigkeit etc.). Es gibt also e¢#tisches Kraftfeld F(x). Wodurch dieses Feld veaght wird,
ist unerheblich (es kann z.B. durch einen grofRehenden, mitunter weit entfernten Korper hervordemu
werden wie im Falle der Gravitation). Wenn nun #aaftfeld derart beschaffen ist, dass die Sumner &ltafte

entlang eines beliebigen geschlossenen We§émﬁ<) immer O ergibt, in anderen Worten, wenn die

Kraftfeldlinien nicht in sich geschlossen sind, dem aus dem Unendlichen oder einem singuléren Rwamk
dem die Kraft nicht berechenbar ist, entweichen doghin minden, so handelt es sich um ein konsiges
Kraftfeld. Konservative konnen immer durch ein akegd Potentialfeld®(x) beschrieben werden (also durch
eine Funktion, die jedem Raumpunkt eine Zahl ztwedis gilt: F(x) = -d@&(x)/dx. Dort, wo sich das



Potentialfeld also besonders stark andert, ist raft besonders stark. (Und die Richtung, in diehsdas
Potentialfeld am jeweiligen Ort am starksten hirsetbwacht, ist die Richtung der Kraft. Da im Folgendaber
nur in einer Dimension gerechnet, spielen Richtunigier keine Rolle.)

Basierend auf der Bewegungsfunktion x(t) lautetl@gigrange-Gleichung folgendermalen:
d (Jéi” j oz
dt\ o X

Die Kraft wird nun mit der x-Ableitung der Lagrarigektion identifiziert und integriert,

=297 o I—dx——¢+C(v)
dx o

das Produkt aus Masse mal Beschleunigung wird dekerl Teil der Lagrangegleichung
gleichgesetzt:

dt dt ox dt ov

Die Lagrangefunktion muss also einerseits gleicim aseegativ gesetzten Potentailfeld plus
einer nur von der Geschwindigkeit v abh&ngigen Eank andererseits gleich dem Term
mv?/2 plus einer nur vom Ort x abhéngigen FunktiomsBie FunktionZist dadurch bis auf
eine Konstante eindeutig definiert:

L _%—q:(x) (+const) .

Diese Lagrangefunktion ist zum Newton’schen Kraftge absolut gleichwertig. Mit deren
Hilfe kann nun bei gegebenem Potentialfehgx) und geg. Ort des zu beschreibenden
Teilchens zu Beginn (x(t1)) und am Ende (x(t2)hseiBahn die Bahnfunktion x(t) berechnet
werden (Beispiel dazu siehe Ende dieses Abschhittes

Die Probe, ob die gefundene Lagrangefunktion auatsathlich zum Newton’schen
Kraftgesetz passt, erfolgt durch Berechnung dekWviig,

t2 Mv? .
W= [T - o di= [T x(e))- o(x(o)de
und Bildung deren Variation, welche wieder gleichuOsetzen ist:

_rtem o 2 _tzm . iy _
aw_o_LEJ(x(t)) S(@(x(t)))dt = (X3 Dot =
(2 Lo gt2 o (12 (Y9 _ o
= [~ mi[Bdt+ mia + [ Faxat= [ (F —mg) Bxa
0
- F=mx

Dabei wurde in der ersten Zeile bertcksichtigt,dde Masse des Teilchens nicht variiert werdemkamd
wieder die Kettenregel angewandt: die Variationegifrunktion einer Funktiord(f(g(t))) ist - unabhangig
davon, auf welche Weise die Variation konkret dgedtihrt wird! — gleich der Ableitung der auf3erennktion



mal der Variation der inneren Funktion, f(g(@y(t) (analog zur normalen Ableitung f(g(®Xt) ). Im ersten
Term ist die auRere Funktion f(g(t)) = g(t)"2, dimere Funktion g(t) =X(t). Fur den das Potentialfeld

enthaltenden Term gilt f(g(t)) @(g(t)), g(t)=x(t).
In der zweiten Zeile wurde der Geschwindigkeitstgyantiell integriert, um die zeitliche Ableitung im

VariationstermdX (t) loszuwerden. Der Nichtintegralterm fallt wiedeegendx(tl) = &(t2) = 0 weg (an den
Intervallgrenzen darf nicht variiert werdendx wird herausgehoben, und da die Variation ungldcist, muss
F —mX =0gelten.

Beispiel:

Ein Kugelschreiber mit der Masse m wird zum Zeigun= 0s in Murzzuschlag aus einem
Meter Hohe losgelassen, und soll zum Zeitpunkt tlss den Boden erreichen. Die
Gravitationskonstante g betragt in Miirzzuschlag086% m& . Das Potentialfeld ist
naherungsweis®(x) = mgx. Die Lagrangefunktion lautet sorait = mv?/2 — mgx.

Gegeben sind alsoz sowie die Randwerte x(t1=0) = 1, x(t2=1) = 0, gdduist die
Bewegungsfunktion x(t). Nullsetzen der Variatiors 8irkungsintegrals ergibt

B t2:1m\/2_ _im _ _f 1L
oW =9| = —-mgut= Jozz"d’ mgdkdt=~ [ madkdt+muad, - [ mgdkdt

:E(— ma-mg)xdt=0 -~ -ma-mg=0 - a(t)=-g - v(t) :'[—gdt:—g d+v,
- x(t):f—gt+v0dt:—gt2 +V t+X,

Die Umformungen wurden analog zur Rechnung auf derhergehenden Seite
vorgenommen, anschliel3end wurde aus der Beschleumdurch zweimalige Integration die
Wegstreckenfunktion x(t) berechnet. Die Integratlamnstanten yvund % entsprechen der
Geschwindigkeit bzw. dem Ort zum Zeitpunkt t = Gewlurch Einsetzen gezeigt werden
kann. Aus den Randwerten folgt x(1) = -g ¢ ¥ X% =0 > Vo =g — %, Xo =1 -
x(t) = —gf + (g1t + 1. Der Kugelschreiber muss also beimslassen die
Anfangsgeschwindigkeitov= 8,80665 m/s ~ 32 km/h (nach oben gerichtet)tb&xsj um nach
nur einer Sekunde wieder am Boden anzukommen! Biesgebnis kann leicht experimentell
verifiziert werden.

4.) Herleitung des Impuls- und Energieerhaltungssatzes

Ausgehend von der Lagrangefunktion und unter Anrealthar Translationsinvarianzdes
physikalischen Systems bezlglich Raum und Zeitelassch der klassische Impuls- und
Energieerhaltungssatz herleiten. Translationsiavari bedeutet, dass eine Parallel-
Verschiebung des Koordinatensystems, mit dessefle Hds System beschrieben wird, im
Raum bzw. in der Zeit keine Auswirkungen auf digdfischaften des Systems selbst hat.
Diese Annahme klingt plausibel und trifft auch aillé in der Praxis anzutreffenden Systeme
zu.

" Diese Zahl wurde nicht erfunden! Die Gravitatioms&tante wurde tatsachlich einmal speziell fiir
Mirzzuschlag gemessen.



Impulserhaltungssatz:

Eine wichtige Systemeigenschaft ist der Wert degraagefunktion. Wenn nun alle Orts-
Koordinaten x um den konstanten infinitesimal kéginBetragdx verschoben werde(hier
handelt es sich nicht um eine Variatiad, steht in diesem Fall fiir eine extrem kleine Wegke!) darf sich

< nicht andernd< = 0):

X o> X+ X, 5:’2’:%%W20

Ox ist von 0 verschieden, daher muss gelten:

L
X

Die Ableitung der Lagrangefunktion nach dem Wegtxaber gerade gleich der Kraft:

9% __ o) _p o
X dx

Die Kraft muss also immer gleich 0 sein! DiesesuRas scheint unsinnig zu sein, ist aber
korrekt, da es sich auf das System als Ganzesgesahlossener Form bezieht. Innerhalb des

Systems koénnen die einzelnen Teilchen sehr wohlft&raufeinander ausiben, die
Gesamtkraft muss jedoch gleich 0 sein!

WenndZ1dx = 0, folgt aus der Lagrange-Gleichung, dass alidt{d</ov) = 0:

Durch Integration der beiden rechten Terme erhah aen Impulserhaltungssatz:
m\ =cons.

Der Impulserhaltungssatz folgt also aus der Traiegisinvarianzmanchmal auch ,Homogenitat*
genannt; der Raum ist a priori Uberall gleich bzZmomogen, daher kann das Koordinatensystem an einem

beliebigen Punkt angesetzt bzw. parallelverschabemien)des Raumes.

Energieerhaltungssatz:

Analog zum Raum muss die Lagrangefunktion bei elfenschiebung aller Zeitkoordinaten
um den infinitesimal kleinen Betrag dt unveréanddetben:

t - t+dt, 5%2%—%@t20

Natirlich soll die Lagrangefunktion auch bei Versditung um einen beliebig groRen Raum- oder Zeitvekt
konstant bleiben. Die Beschrankung auf infinitesikleine Langen ist fir die Rechnungen jedoch notlige
und hinreichend!



d<Z éi"g{x o<
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In der ersten Zeile wurde die Zeitableitung mit Hettenregel entwickeltapleitungen nach den
in Zenthaltenen Funktionen, multipliziert mit dereAlleitung, zusammengezahlt, ergibt die Gesamt-tipigi
von ¢ nach t) in Zeile 2 kam die Lagrange-Gleichung zur Anweamgl(austausch des rechten
Terms der Lagrange-Gleichung durch den linkein) Zeile 3 wurde die Produktregel verwendet
(df(t)/dtg(t)+(tydg(t)/dt = d/di(f(tg(t))). Der nach der Zeit abgeleitete Endterm entspriah,
durch Einsetzen der Lagrangefunktion leicht nackgjeret werden kann, dem Produkt?mv
Die Masse mal Geschwindigkeit zum Quadrat musszdgtch konstant bleiben.

Setzt manZ direkt indZ7/dt ein, so erhalt man

dg_d(ﬂ_cpj_

dt  dt\ 2
zeitunabh.

Wenn also m¥ und (mv#/2 — ®) zeitunabhangig sind, muss dies auch fir derefei®ifiz
gelten:
mv’ —(%—CDJ—%HD const,

womit also schlussendlich aus der Translationsiamar der Zeit auch der
Energieerhaltungssatz folgt! #12 ist die kinetische Energie (Bewegungsenergie} de
Systems, das Potentialfeld die potentielle Energie.

Der Impuls- und Energieerhaltungssatz kénnte authwvasentlich einfachere Weise direkt
aus den Newton’'schen Kraftgleichungen hergeleiteerden. In komplizierteren
physikalischen Modellen ist der hier gewéahlte Wepch meist der einfachste.

Translationsinvarianz und Impuls-/Energieerhaltaimgl dabei nur ein Beispiel fir zahlreiche
andere Beziehungen zwischen Symmetrien und Erlggsdtizen. Weitere Beispiele:
Drehinvarianz und Drehimpulserhaltung, Lorentzimwaz und Erhaltung des Schwerpunktes
eines Systems / Konstanz der Lichtgeschwindigksit, Die deutsche Mathematikerin Emmy
Noether (1882-1935) entwickelte dazu das nach ihr benanieether-Theoremwelches
vereinfacht besagt, dass es zu jeder Symmetriébramstion mit kontinuierlichen Parametern
(z.B Drehwinkel bei Drehungen) eine physikalisch@®( gibt, die zeitlich konstant bleibt.
Den Symmetrie/Erhaltungs-Paaren liegt also ein geames Prinzip zugrunde.

EoF.



